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1. Calcular (e, (53)e}, (P20~ (x)v"~ (20)9 " (22)y T (22)ler, (D)), (72))
Javier ya ha demostrado en el capitulo 14 que
O ()7 0T (x2) |er, (B1)e), (B2)) = Ury (F2)7" r, (1) 7177272 |0)

Vamos a calcular pues lo que falta:
(er (B3)e, (P)| ¥ (x1)y"d ™ (1) (1)

Usando la ecuacién 82.1 del curso de Teoria Cuédntica de Campos, tenemos que

(er, (Ps)er, (Pa)| = (O] dr, (Fa)cry (F3)\/2E3+/2E4 (2)

que podemos sustituir en la ecuacién (1):
(O] dry (1) ery (F3) ™ (2107007 (21)/2B5/2E4 3)
Sabemos que 1)~ es el operador que crea electrones, y como cualquier operador creacién, cumple con la propiedad
(0[y~ =

por lo que nuestra estrategia serd mover éste operador hacia la izquierda hasta que pueda actuar sobre el estado vacio.
Pero, para hacerlo tenemos que (anti)conmutar con los operadores d,, (1) v ¢r,(P3). Es decir, antes que nada debemos
calcular los siguientes anticonmutadores:

{07'3(ﬁ3)7'&7($1)}7 {d7-4(ﬁ4),7;7(.131)}
Usando la ecuacién 10.2 de Electrodinamica Cuantica, podemos reescribir los anticonmutadores de la siguiente forma

3

{ers (), 97 (1)} = {%@3); / \/;Tpci@ur@em (;1;3}
. d3

=3 [ e dmoe gk

Usando las relaciones de anticonmutaciéon 9.4

{CT:; PS ) r ﬁ)} 27T 35 3)(p3 7@57’7“3

obtenemos

3
{CT3 (ﬁg),w_(l‘l)} = Z/\/;?(Qﬂ-)iaé@) (p3 —ﬁ)érmﬂr(ﬁ)eii’fl d°p = ——1, (173)@2'173:61
r p

(2m)3  2F3
De forma similar, podemos calcular el otro anticonmutador

d3p

{dvi (1), Y™ (z1) } = Z/wmw” mmmmw)zo



Ahora podemos proseguir con nuestra estrategia, mover 1~ hacia la izquierda en la ecuaciéon (3)

(O dry (a) Cry (P3) 0™ (1) V/2E5 = 1y, (§3)€™*** (0] by, (§4) — (0
= Ty, (93)€>* (0| dy, (P4) + (QL4=T1)dy, (D) cry (P3)\/ 2B
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Por lo que nos queda la relacién

(O] dry (Fa) ey (3)0 (1) V/ 23 = Ty (P3)e™** (0] dr, (71)

Sustituyendo esto en la ecuacién (3) obtenemos

Uy, (P3)€P* " " (0] dry (Pa)0 ™ (1) V/ 2By

De nuevo, nuestra estrategia es mover el operador ¢~ (x1) hacia la izquierda, por lo que debemos calcular el anticonmutador

d D, - = 71 d D, dT ipT1 d3p
{ vy (P1), ¥ (.%'1)} - ET:/ \/T Ep{ ra (P1) r(ﬁ)}vr(ﬁ)e W
L 3)(p, pTy d3 — 1 =\ _ipax1
- Z/ TEP(%)SC;(S)(M — )0, vr(P)e ( 7:)33 T \VRE, E4v“(p4)6

Donde ahora debemos usar las férmulas 10.1 y 9.4. Y podemos finalizar nuestro calculo:
g (P3)7"vry (D)€ PP (0] = iy ()€™ ™ (4T )y, (By) v/ 2
llegando a la conclusion final;
(ery (Bs)er, ()| € (@)™ (1) = Ty (P3) 7 v, (Fa) € P2 P71 (0)

Juntando este resultado con el resultado de Javier, obtenemos

(er (B3)e, (B0 ™ (z)y" o™ (w) 0t (w2)y ¥ (w2)ler, (B1)el, (52))

= Uy (F3)7" Vg (1) Oy (P2)7" Ury (P )€ P1 12272 gH (P3P0

Y el resultado completo seria
out € (P3)er, (Pa) ey, (P1)er, (P2)),,

— _ _
~ @ Ap(1) Ay (22) (epy (B3)e), (D) [0 (x0)7"d ™ (@) " (2)7 0" (w2) ey, (71)er (72)) + -+ -
4

2= (o S N= >\ v > “9nv_—i(pr+pa—p)x2 yi(ps+tpa—p)z dp

=q urg(p?))’y Ur4(p4)7}r2(p2)’)/ Upy (pl)/p2 +i€€ 1TP2 2"\ P3TP4 1 (277)4 +
Es importante recalcar que en el desarrollo que ha hecho Javier, se han ignorado muchos términos, para centrarnos
tnicamente en el que aparece en esta ultima expresiéon. Aunque para la mayoria de los términos existe una buena razén
para ignorarlos, hay uno en particular que también debe tenerse en cuenta, pues es igual de importante que el que
acabamos de calcular. En el capitulo, Javier hace lo siguiente:

N[ (z1)y" (1) (22)7 Y (2)] = &~ (2~ (x1)dt (@2)7" 9" () + -+
Vamos a ver cudles son los términos que ignor6 Javier en este paso: de forma general podemos escribir

D)V Y (z) Y (@2)7 h(22) = T (21) + &7 (@) V[T (1) + ¢~ (@)][0F (22) + 07 (@2)][7 [T (22) + ¢ (22)]

Por lo que en realidad aparecen 15 términos ademaés del que Javier ha considerado, por suerte casi todos estos se anulan
al hacer el sandwich con los estados inicial y final (después de aplicar el normal ordering). Esto lo podemos ver facilmente
de la siguiente forma; el estado inicial es |e;1 (ﬁl)ejz (ﬁ2)>, es decir estd formado por un electrén y un positréon. La tnica
forma de que un término sobreviva actuando sobre este estado es que contenga como mucho dos operadores aniquilacién:
uno para electrones y otro para positrones, cualquier otro operador aniquilaciéon hard que este término se anule. Es decir,
los términos que tengan méas de un campo 1t o mas de un campo T se anularén. Esto reduce de 16 términos a solo 9.



Por otra parte, el estado final es < €ry (pg) (Pa | de nuevo solo contiene un electrén y un positrén, por lo que cualquier
término que cree més de un electrén (¢)~) o més de un positrén (¢)~) se anulard al actuar sobre el estado final. Esto
reduce la lista a un total de 4 términos que sobreviven:

DY Y™ (20) 0T ()7 T (22) + ¥ ()Y T (1) 0 (22)7" Y (22)

() (@1 ) ()7 Y (w2) =0 (2
+ 9 (21)y “¢+($1)¢+($2) YT (w2) + T (w0 )y T (2) 0 (w2)y T (22)
+

Donde los puntos suspensivos representan los demas 12 términos que sabemos que se anularan. De estos 4, en realidad
los dos primeros y los dos tltimos son el mismo bajo el cambio x; <> x2. Pero lo importante es que hay otro término, que
es realmente distinto al que ha presentado Javier, y éste debe ser tomando en cuenta para cualquier cdlculo. Usando los
mismos argumentos podemos calcular lo siguiente:

(ery (B3)es, (P IN[O™ (z0)y" T (21) ™ (22)7 9~ (2)] ey, (F )TQ(P2)>
— iy (73)Y"thry (P1) U, (P4) 7" Vg ()€ (P3P i PamP2)22



